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41153 Regel von de L'Hospital 2

Beispiele
Bei der Berechnung von Grenzwerten kann es zu Situationen kommen, die einem Ratsel aufgeben.
Beispiel 1

2
Der Grenzwert lim 2T =5
IXl—00 X +9

soll berechnet werden. Ein Schiler wendet den Grenzwertsatz so an:

02 g4 M (2x2 —4) .
lim = = Xloe == und ist dann am Ende seiner Weisheit.
w19 lim (X2 +9)
IXl—>00

1. Losungsweq:

Das Problem ,Unendlich durch Unendlich® kann man durch Kirzen beseitiger
Man kirzt durch die hdchste x-Potenz des Nenners:

4 . 4 \
2-——  lm|2-—
2x° - 4 X2 |X|—>oo( 2

lim === lim — X = ﬁ%:?:z
IXl>o x¢ +9  Ixloow 9 .
1+ lim [14 —
X IXl—>00 <)
.4 .9
denn lim —=0 und lim — =0
X—>0 X2 X—>00 X =

Jetzt hat der Grenzwertsatz den Grenzwert 2 ergeben.

2. Losungsweg.

Der franzosische Mathematiker de L'Hospit~l (gesprochen: ,de Lopidall“ ) hat folgendes

herausgefunden:

Eine Bruchfunktion hat denselb.n Grenzwert wie eine andere Bruchfunktion)

. (Achtung: Also nich* J'ie Yuotientenregel verwenden!)

die dadurch entsteht, da.\ mc.1 Zahler und Nenner getrennt fiir sich ableitetj

x> -4 4x
lim = lim —=2
IXlso x2 49  Ixloo 2X
Regeivon de L'Hospital
. Z(x) ) i
Eine Funktion h(x) :m hat fir x — too (oder fir x — 0) denselben Grenzwert,
X

wie die Funktion h*, die dadurch aus h entsteht, dass man Zahler und Nenner

getrennt ableitet.

lim h = i
x—|>mioo X x—|>ni]ooN(X) x—)iooN'(X)

falls der letzte Grenzwert existiert.
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Beispiel 2

Diese Methode bewahrt sich vor allem bei Exponentialfunktionen, die den ersten Weg des Kiirzens
nicht zulassen:

lim x-e X=?
X—>0
Der Versuch, den Grenzwertsatz auf das Produkt anzuwenden scheitert so:

X X

lim x-e™" = lim x- lim e~
X—>0 X—0 X—0
-
© 0
Wir werden auf das Produkt "0-" gefiihrt, das genauso wie "-=" keinen eindsutigye: Wert hat.

Daher verwendet man die Regel von de L'Hospital:

1. Schritt: Man verwandelt das Produkt X-€ % in einen Bruch:

2. Schritt:

Dieser Bruch hat fiir X — oo denselben Grenzwert wie d'~.1.sue Funktion, die dadurch entsteht, dal}

man den Zahler des Bruches und den Nenner jeweils iiir sich ableitet (also nicht die Quotientenregel

anwenden!)
De L {ospital
In einen Bruch )
verwandeln Zuriick
verwandeln
\
\ J
«
i 0 o X .1 A
X—00 X—w x—woeX  x—oweX  xow

Also isty =0 die waag< rech.~\symptote der Kurve y=x-e* fir x —» .
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X pa— a—
Beispiel 12 lim GTH
x>0 sin“(x)
Hosp eX —1 Hosp eX 1 1
= lim - = lim = =—
x—02-sin(x)-cos(x) X—>02-cos2(x)—2-sin2(x) 21-2.0 2
i - - sinh(x i
Beispiel 13 sinh(x) — x _lim cosh(x) 1: im ( ): sinh(0) :9:
x—0cosh(x)—1 x—-0 sinh(x) x—0cosh(x) cosh(0) 1
Die Regel von de L’Hospital wurde zweimal nacheinander angewandt.
L i x2+2~cos(x)—2
Beispiel 16 lim -
x—0 X — sin(x)
Hosp 2x —2-sin Hosp 2_-2. Hosp 7. si .
% (x) Hos - . cos(x) Hos h 4 sin(x) _2:0_,
x—>0 1-cos(x) x>0  sin(x) x—0 COS(X) 1
Hier wurde die Regel von de L’Hospital dreimal riar.heinander angewandt:
Beispiel 19 lim (1+arctan(x))1/x

x—0

Trick anwenden: z-a° < In(z)=b-In(a) «=\ == gPIn(a)

Hier so: z=(1+ arctan(x))1lx & Inz=_ w{1+arctan(x)) < z= g ¥ In(trarctan(x))

lim z = lim e%~In(1+arctan(x))

Nebenrechnur 3: Fir den Exponenten gilt:
x—0 x—0

1 1
1+arctan(x) %2 41 -

(e arct Hosp
lim l~In(1+arctan(x)) = lim Bl aL(X)) = lim
x—0 x—0 X x—0 1

wegen arctan(0) = 0. Also ncflr den gesuchten Grenzwert Iimo(1 + arctan(x))1 =e =e
X
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